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Paradoxe global
des transferts
et multiplicité
des équilibres :
deux résultats

Alain TRANNOY *

RESUME. - Nous prouvons deux résultats pour les économies
d'échanges & / biens, n individus sans poser d’hypothése de
différentiabilité :

1. la non-unicité de I'équilibre en un point de la boite d'Edge-
worth est une condition nécessaire de I'existence d'un paradoxe
global des transferts;

2. la non-unicité de I'équilibre en un point intérieur de la boite
d’Edgeworth est une condition suffisante de I'existence d’un para-
doxe global des transferts au sens faible.

Global Transfer Paradox and Multiplicity of
Equilibra: Two Results

ABSTRACT. - We prove two results for exchange economies
with / goods, n individuals without any differentiability assumption:

1. the multiplicity of equilibria for at least one initial allocation
is a necessary condition for the existence of the global transfer
paradox;

2. the multiplicity of equilibria for at least one initial allocation
is a sufficient condition for the existence of the global transfer
paradox.

* A. TRaNNOY : Université de Rennes-l et GREQE, UER de Sciences Economiques,
7, place Hoche, 35000 Rennes. Je remercie Michel Lg BRETON et Jean-Luc PRIGENT pour
une utile conversation sur le sujet, ainsi que deux rapporteurs pour leurs remarques.



1 Introduction et breve revue
de la littérature

Des variations dans l’allocation initiale des ressources entrainent des
variations dans les allocations d’équilibre concurrentiel et par 1a méme des
variations dans le niveau d’utilité atteint par les différents individus. Une
réallocation des ressources bénéficie a certains individus et colite, en termes
d’utilité, a certains autres. C’est & LEONTIEF [1936] que I’on doit I’observation
que les distributions de gains et de pertes d’utilité peuvent conduire & un
équilibre concurrentiel ou le donneur atteint un niveau d’utilité plus élevé
et le receveur un niveau d’utilitt moindre comparé a celui obtenu dans
I’équilibre associé a la distribution avant transfert.

Depuis lors, le théme du paradoxe des transferts revient périodiquement
comme un serpent de mer dans la littérature économique. Les articles dans
leur grande majorité ont pour but de mieux cerner le lien existant entre le
paradoxe des transferts et I'unicité et la stabilite des équilibres, un probléme
a lorigine soulevé par SAMUELSON [1952]. L’effort de recherche s’est intensi-
fi¢ depuis une dizaine d’années et les investigations se sont orientées dans
deux directions.

D’une part, la construction d’exemples, surtout dans le cadre de la théorie
du commerce international : citons PorLEMARCHAKIS [1983], CHICHIL-
NIsKY [1980], [1983] et toute la controverse sur ses articles dans le Journal of
Development Economics, BHAGWATI, BRECHER et HATTA [1983], YANO [1983],
Jones [1984], PostLEWAITE et WEBB [1984]. Mais I’exemple le plus frappant
a sans doute €té donn¢ par SaFra [1983 b] qui, en s’inspirant de la méthode
proposée par GUESNERIE et LAFFONT [1976], a construit un exemple ou dans
le cadre d’une économie & n agents et 2 biens, avec des préférences lisses, le
paradoxe des transferts survient & un équilibre unique et globalement stable.

D’autre part, des résultats généraux ont été obtenus dans le cadre des
économies régulicres et lisses. BarLasko [1978] a introduit la distinction
pertinente lorsqu’il y a multiplicité des équilibres entre paradoxe local des
transferts et paradoxe global. Dans le paradoxe local, on s’impose de rester
sur une méme sélection lisse des vecteurs de prix d’équilibre, alors que dans
le paradoxe global on s’autorise a « sauter » d’une sélection a une autre.

Dans le cas d’une économie a 2 agents et 2 biens, BaLasko [1978] a
démontré que le paradoxe local se produit si et seulement si I'équilibre est
instable. Notons cependant que ce résultat est démontré pour un ensemble
de consommation égal & R! et non a R,.

En dimension supérieure, le lien entre I'instabilité des équilibres et le
paradoxe local est plus complexe. Dans le cas d’une économie a 2 agents et
I biens Sarra [1983b] a démontré que le paradoxe local ne peut survenir
qu’a un équilibre instable. Dans le cas d’'une économie a n agents, (n > 3),
2 biens, SAFrA [1983 b] a démontré que tout équilibre instable était sujet au
paradoxe local. Dans le cas général n consommateurs et [ biens (n, | > 3),
I'instabilit¢ de I'équilibre n’est plus ni une condition nécessaire ni une
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condition suffisante de 'existence d’un paradoxe local des transferts a ce
méme équilibre.

Dans le cas n agents et 2 biens, la multiplicité des équilibres en un point
de la boite d’Edgeworth est une condition suffisante de I’existence d’un
paradoxe local des transferts a un équilibre localement stable (voir SAFRA
[1983 b] [1984]). Ce résultat dépend d’une hypothése qui est génériquement
vérifiee par toute économie réguliére et lisse : les valeurs des propensions
marginales & consommer sont différentes d’un agent a 'autre pour tous les
equilibres possibles. Le probléme de la manipulation des ressources initiales
(voir GALE [1984]) est voisin de celui du paradoxe des transferts. SAFRA
[1983a et b] a d’ailleurs montré que le role de la multiplicité des équilibres
etait identique pour les deux problémes pour les économies a n agents et
biens. Néanmoins, la encore, tous les résultats sont prouvés pour un ensem-
ble de consommation égal a R'.

Pour le paradoxe global, nous ne disposons que des résultats obtenus par
BaLAsko dans le cas de deux biens et deux agents. Le paradoxe global
survient si et seulement si I'équilibre considéré n’est pas unique.

Dans cette note, nous présentons deux résultats concernant le paradoxe
global des transferts dans le cas général & n agents et I biens : premiérement,
nous montrons que I'existence d’un paradoxe des transferts bilatéraux (c’est-
a-dire un transfert d’un individu i 4 un individu j) implique la multiplicité
des €quilibres en un point au moins de la boite d’Edgeworth; deuxiémement,
nous montrons que la non-unicité de I’équilibre en un point intérieur de la
boite d’Edgeworth implique 'existence d’un paradoxe des transferts au sens
faible (c’est-a-dire que I'individu peut gagner & transférer ses ressources en
un équilibre mais n’est pas assuré de le faire 4 cause de la multiplicité des
¢quilibres).

Ces deux propositions sont démontrées sous des hypothéses habituelles
de monotonicité et de stricte quasi-concavité des fonctions d’utilité des
consommateurs mais sans aucune hypothése de différentiabilité.

2 Notations, définitions,
hypothéses

Nous considérons des économies d’échanges avec I biens, k=1, ..., |,
n individus, i=1, ..., n. Nous choisissons le bien 1 comme numéraire.
Soit, P={pe 2N | py =1} I'espace des prix normalisés strictement positifs.

L’ensemble de consommation X; est un sous-ensemble de R’, et le
préordre de préférence de I'individu i peut étre représenté par une fonction
d’utilité U;: R, — R satisfaisant les propriétés de continuité, de monotoni-
cité et de stricte quasi-concavité. Les fonctions d’utilité sont fixées.

Les ressources initiales de I'économie sont fixes et égales a reR’,. Soit *

i=1

X={m=(m1, e O ., 0)e(RY)
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I'ensemble des allocations possibles des ressources entre les n individus.
Nous supposerons X, ={w,eR, | w; <r}.

Soit pePet w;e X, i=1, ..., n, donnés. Le probléme de la maximisation
de U;(x) dans B(p, o)={x;eX;|p.x;<p.o;} a une solution unique
d;(p, o), représentant la fonction de demande de lindividu i, d;:
Px R, - R’,. Nous aurons besoin des notations suivantes :

H(p, o)={x;eX; |Pxi=1’°)i}

B* (p, (Di)={xiexi Ipxi > pog}.

Puisque nous raisonnons a fonctions d’utilité et a ressources fixes, une
économie d’échanges est entiérement décrite par le vecteur de ressources
initiales weX. Nous rappelons que peP est un vecteur prix d’équilibre
associé a I'économie d’échanges o si et seulement si 'égalité

n
Z d;(p, ®;)—r=0 est satisfaite.
i=1

La correspondance de WaLras W: X — P associe & chaque vecteur des
ressources initiales ® I'ensemble des vecteurs prix d’équilibre. Les trois
définitions suivantes concernent le paradoxe global des transferts.

DerFmNiTioN 1 : 11 y a un paradoxe des transferts entre ® et @’ pour
Iindividu i si 3pe{W(w) } et 3p" e {W (0} tel que

0; < ; avec o; #o; et U;(d;(p, o)) < U;(d; @, o).

DerFiNITION 2 : 11 'y a un paradoxe des transferts entre » et @’ pour
individu i si il y a un paradoxe faible des transferts pour I'individu i et
si # W(w)=# W(o)=1.

Avec le paradoxe faible des transferts, I'individu peut gagner en termes
d’utilité a transférer une partie de ses ressources a d’autres individus; avec
le paradoxe des transferts, 'individu est siir de gagner.

DeriNimioN 3 : 11 y a un paradoxe (respectivement : faible) des transferts
bilatéraux entre ® et ©® pour lindividu i si il y a un paradoxe
(respectivement : faible) et si il existe n—2 individus: j=1, ..., n—2
avec @;= ;.
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'3 Non-unicité de I'équilibre :
condition nécessaire du paradoxe
des transferts bilatéraux

ProposITION 1 : Si il existe un paradoxe des transferts bilatéraux entre w

et " pour I'individu i, alors il existe une économie d’échanges o eX
avec # W (") > 1.

Preuve (voir figure 1).

FiGure 1

Hlustration de la preuve de la proposition 1 dans le cas de 2 biens

“12

U1 (xq)

Uq (xq)

(1)1 1

Sans perte de généralité, le paradoxe concerne I'individu 1 qui a transféré
une partie de ses ressources a lindividu n. Soit x et x’ les allocations
d’équilibre relativement 4 p et a p’. Par hypothése U, (x,) < U, (x)).

— Puisque 0] < 0, eB(p, ®,), x] ¢B(», ®,) a cause de 'optimalité de la
demande.
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— Soit
¢o: [0,1]-R
A= oM =po,—p(hol +(1-2)x))
0(0)<0; @(1)>0; donc Ir|@(A)=0
c’est-a-dire,
A | o= +(1-MN) x;eH(p, o,) NH(, ).
Maintenant prouvons que I'on peut trouver ©f, . .., o¥, ..., o* tel que

o* soit allocation initiale des ressources avec (p, x) et (', x’) comme équi-
libres concurrentiels. w* doit satisfaire

(1) Y of=r—o*

i=2
¥) px;=po¥, i=2 ..., n
3) pxi=p'o¥  i=2 ....n

(1) et (2) [respectivement : (1) et (3)] entrainent que (p, x) [respectivement :
(7', x')] est équilibre par rapport a o*.

of=0;=0, i=2, ..., n—1 satisfait (2) et (3) par hypothése du transfert
n—1
bilatéral. Le lecteur pourra vérifier aisément que ¥ =r — 0¥ — Y o, satisfait

(=2

(2) et (3) pour lindividu n. [J

4 Non-unicité de I'équilibre :
condition suffisante pour
I'existence d'un paradoxe faible
des transferts

ProposiTIoN  2: Si il existe une économie d’échanges weX avec
# W(w) > 1, alors il existe o et 0”eX et ie{l,2, ..., n} avec un
paradoxe faible des transferts pour 'individu i.

Preuve (voir figure 2).
Soit (p, x) et (p’, x’) les deux équilibres correspondants a ®.3i avec
U;(x) # U;(x;). En effet, si U,(x))=U;(x,), i=1, ..., n cela entraine

px;>px,i=1, ..., netdonc Y px;> prdou x’¢X, ce qui est impossible
i=1
puisque x” est équilibre.
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Sans perte de généralité, supposons Ui(x) > Uy (xg). x1¢B(p, o) a
cause de I'optimalité de la demande.

Comme weX, 3 une boule ouverte B(o,, &) = )°(1.

Soit w; €B(ay, &) N B, 0,) NB* (v, ©,) # &.

Considérons la demi-droite d’équation x, =Aw,. Elle intersecte H(p, o))
et H(p’, ;) pour des valeurs de ) égales respectivement a

PO, p'o,

—>1, — < 1.
PO, P o
’
: ’ p(ol-. /_pml_,a ’7 ’
Soit co{=;a)—m1, 0= e o 'on a of » ).
1 1

FIGURE 2

llustration de la preuve de la proposition 2 dans le cas de 2 biens

“12

“11

x, (respectivement : x}) est équilibre du consommateur pour le vecteur p
et le vecteur de ressources initiales oy (respectivement : o).

On peut vérifier aisément qu’il est toujours possible de trouver o)
i=2, ..., n(respectivement: o] i=2, ..., n) tel que (p, x) [respectivement :
(", )] soit un équilibre relativement a o ( respectivement «’) et il se produit
bien un paradoxe faible des transferts de o’ a o” pour lindividu 1. []

D’aprés la démonstration, il existe un paradoxe faible des transferts pour
tous les individus dont le niveau d’utilité différe entre deux équilibres.
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5 Conclusion

Notons d’abord que la proposition 1 clot par une réponse affirmative un
probléme ouvert soulevé par SAFrA [1983 b, p. 49].

« L’unicité de Uéquilibre pour toute allocation initiale des ressources
implique-t-elle la non-existence du paradoxe local des transferts »?

En effet, avec I'unicité de 1’équilibre, la non-existence du paradoxe global
est ici équivalente a la non-existence du paradoxe local.

SAFRA [1983 b] prouve effectivement la proposition 1 ' pour des économies
réguliéres et lisses mais sa démonstration repose d’'une manicre essentielle
sur un résultat qui n’est vrai que lorsque I'ensemble de consommation n’est
pas borné inférieurement : I"unicité du prix d’équilibre pour toute allocation
initiale des ressources implique la constance du prix d’équilibre (voir
Barasko [1980]).

La proposition 2 peut étre comparée avec le résultat obtenu par SAFRA
[1983]2 qui prouve que dans le cadre des économies réguliéres et lisses la
multiplicité des équilibres en un point de la boite d’Edgeworth est une
condition suffisante pour que ’ensemble des allocations avec un paradoxe
local des transferts ait un intérieur non vide.

Dans Trannoy [1986] Pon trouvera une application du résultat de la
proposition 1 a la théorie de I’équité vu comme un état de non-envie dans
une économie de distribution.

1. Théoréme 5. 1, p. 38 (analogue du théoréme 5.1, p. 11, SAFRA [1983 4}).

2. Théoréme 5.3, p. 40 (analogue du théoréme 6. 1, p. 12, SAFRA [1983 a]) toujours avec R’
comme ensemble de consommation.
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